
3 ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ И СТЕПЕННЫЕ РЯДЫ 

 

3.1 Содержание: функциональные ряды, область сходимости 

функционального ряда, равномерно сходящиеся ряды, степенные ряды, теорема 

Абеля и следствие из неё, радиус и область сходимости степенного ряда. 

 

3.2 Примеры решения типовых задач 

3.2.1 Найти область сходимости ряда 
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Решение. Применим к ряду признак Коши, для чего найдём предел: 
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Интервал сходимости функционального ряда определяется неравенством: 

3 1x   или 0x  . Для определения области сходимости необходимо исследовать 

ряд на конце интервала, то есть в точке 0x  . В этой точке ряд имеет вид 
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 . Этот ряд расходится, так как для него не выполнен необходимый 

признак сходимости ряда: 
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сходимости ряда является интервал  ;0 . 

3.2.2 Найти область сходимости степенного ряда 
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Решение. Найдём радиус сходимости степенного ряда: 
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Следовательно, интервалом сходимости является интервал  5;5 . 

Для определения области сходимости исследуем ряд на концах интервала, 

то есть в точках 5x   . При значении 5x   получаем ряд 
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который является расходящимся обобщённо гармоническим рядом (пример 1.1.2, 

1
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   ). При значении 5x    имеем знакочередующийся ряд 
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составленный из абсолютных величин знакочередующегося ряда, расходится. 

Применим к данному ряду признак Лейбница. Условия признака Лейбница в 

данном случае выполнены: 
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Следовательно, этот ряд сходится. Так как ряд из абсолютных величин 



расходится, то знакочередующийся ряд сходится условно. Таким образом, 

областью сходимости степенного ряда является интервал  5;5 . 

3.2.3 Найти область сходимости степенного ряда 
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Решение. По определению 3.1.6 степенного ряда 
0 2x   . Рассмотрим 

степенной ряд 
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  ( )  и найдём его область сходимости. Находим радиус 

сходимости степенного ряда ( ) : 
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Следовательно, интервалом сходимости ряда ( )  является интервал  7;7 . 

Для определения области сходимости исследуем ряд на концах интервала, то есть 

в точках 7x   . При значении 7x   получаем ряд 
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является сходящимся обобщённо гармоническим рядом (пример 1.1.2, 2 1   ). 

При значении 7x    имеем знакочередующийся ряд 
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из абсолютных величин знакочередующегося ряда, сходится. Следовательно, этот 

знакочередующийся ряд сходится абсолютно (теорема 2.1.2 и определение 2.1.2). 

Таким образом, областью сходимости степенного ряда ( )  является интервал 

 7;7 . Следовательно, областью сходимости исходного ряда будет интервал 

 7 2;7 2    или  9;5 . 

3.2.4 Разложить функцию  2( ) ln 1f x x x    в степенной ряд. 

Решение. Находим разложение функции  
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биномиальный ряд, определяемый формулой (3.1.9). Разложение функции имеет 
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Интегрируя его на промежутке  0;x , где 0 1x   (что можно сделать, так как ряд 

сходится равномерно), находим  
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Областью сходимости ряда является промежуток:  1;1 . 



3.2.5 Вычислить ln2с точностью 0,000001  . 

Решение. Воспользуемся формулой (3.1.8). Поскольку 
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необходимо найти такое число членов частичной суммы, при котором сумма 
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В соответствии с условием задачи выберем n  так, чтобы остаток был 

меньше 0,000001, то есть 
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разложении ряда можно ограничиться шестью слагаемыми, чтобы получить 

значение ln2  с заданной точностью: 

3 5 7 9 11

1 1 1 1 1 1
ln2 2 0,6931471

3 3 3 5 3 7 3 9 3 11 3

 
        

     
. 

3.2.6 Вычислить sin1 с точностью 0,00001  . 

Решение. Воспользуемся формулой (3.1.2) при значении 1x  : 
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3.2.7 Вычислить интеграл 
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Решение. Используя формулу (3.1.9), раскладываем подынтегральную 

функцию в степенной ряд  
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3.2.8 Найти первые четыре члена разложения в ряд решения уравнения 
2 2y x y   , удовлетворяющего начальному условию (0) 0,5y  . 
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Следовательно, решение исходного уравнения имеет вид 
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3.3 Задания для решения на практическом занятии 

3.3.1 Найти область сходимости функциональных рядов. 
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3.3.2  Найти область сходимости степенных рядов. 
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3.3.3 Разложить функцию 
sin

( )
x

f x
x

  по степеням переменной x . 

3.3.4 С точность 0,0001 вычислить значения функций: 

3.3.1.1 5 37 . 3.3.1.2 0cos20 . 3.3.1.3 ln3 . 

3.3.5 С точностью до 0,0001 вычислить интеграл 
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3.3.6 Найти первые пять членов разложения в ряд решения уравнения 
3 2y x y   , удовлетворяющего начальному условию (0) 0,5y  . 

 

3.4 Задания для контролируемой самостоятельной работы 

3.4.1 Найти область сходимости степенного ряда. 
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4 РЯДЫ ФУРЬЕ 

 

4.1 Содержание: разложение функций в ряд Фурье 

 

4.2 Примеры решения типовых задач 

4.2.1 Разложить в ряд Фурье на  ,   функцию 
 

 

2, ,0 ,
( )

2, 0, .

x
f x

x x





  
 



 

Решение. Рассмотрим тригонометрический ряд Фурье: 

 0

1

( ) cos sin
2

n n

n

a
f x a nx b nx





   , 

где коэффициенты ряда Фурье находятся по формулам: 
0

1
( )a f x dx








  , 

1
( )cosna f x nx dx








  , 
1

( )sinnb f x nx dx








  . 

Найдём коэффициенты ряда Фурье для заданной функции. 

 
00 2 2

0

0 0

1 1 1 1 1 8
( ) 2 2 0 2 0 .

2 4 4 4

x x
a f x dx dx dx x

 

 

 


       

  
          

 
  

 

0

0

1 2 1
( )cos cos cos sin

2 cos
n

u x du dx

a f x nx dx nx dx x nxdx nx
dv nxdx v

n

 

 
  

 

  
     
  
 

    

0

2 2

0 00

2 sin 1 cos ( 1) 1
sin sin 0 0 0 0

2 2 2 2

nx nx nx
nx nx dx

n n n n n

 

    

 
         . 

Если n – чётное число, то 0na  , если нечётное, то 
2

1

(2 1)
na

n
 


. 

0

0

1 2 1
( )sin sin sin cos

2 sin
n

u x du dx

b f x nx dx nx dx x nxdx nx
dv nxdx v

n

 

 
  

 

  
     
   
 

  

 
0

2

0 00

2 cos 1 2 2 ( 1) sin
cos cos ( 1) 0

2 2 2 2

n
nx nx nx

nx nx dx
n n n n n n n

 

     


             

   
2 ( 1) 2 ( 1)

( 1) 1 0 0 ( 1) 1
2 2

n n
n n

n n n n 

 
          . 

Если n – чётное число, то 
1

4
nb

n
  , если нечётное, то 

8

2 (2 1)
nb

n









. 

Тогда исходная функция разлагается в ряд Фурье 



2
1 1 1

8 1 cos(2 1) 8 sin(2 1) 1 sin2
( )

8 (2 1) 2 2 1 2 2n n n

n x n x nx
f x

n n n

 

 

  

  

   
   

 
   . 

 

4.2.2 Разложить в ряд Фурье периодическую функцию ( )f x  с периодом 2l , 

которая на отрезке  ;l l  задана равенством ( )f x x . 

Решение. Так как рассматриваемая функция чётная, то 0nb  , 

0

0

2
,

l

a xdx l
l

   
2 2

0

0,2
cos

4 ,

l

n

при чётном nn x
a x dx

l l l n при нечётном n






  


  

Следовательно, разложение имеет вид 

2 2
1

4 1 (2 1)
cos .

2 (2 1)n

l l n x
x

n l










 


  

4.2.3 Воспользовавшись разложением функции 2( )f x x  в ряд Фурье в 

интервале ;  , найти сумму числового ряда 
2

1

1

k k





 . 

Решение. Рядом Фурье функции ( )y f x  с периодом 2T l называется 

тригонометрический ряд вида 

0

1

cos sin
2

k k

k

a k x k x
a b

l l

 



 
  

 
 , 

где 
1

( )cos

l

k

l

k x
a f x dx

l l





  , 
1

( )sin

l

k

l

k x
b f x dx

l l





  , 0,1,2,...k   

В условиях данной задачи l  . Так как, заданная функция четная, то 

разложение произведем по косинусам, т.е. коэффициенты 0kb  , а коэффициенты 

0a  и ka  определяются по формулам 0

0

2
( )a f x dx




  , 

0

2
( )coska f x kxdx




  . 

Найдем коэффициенты Фурье 
2

2 3

0

00

2 2 2

3 3
a x dx x




 
   ; 

2
2

2

0 00

2
2 2 2

cos sin sin1
cos sin

k

u x du xdx
x

a x kxdx kx x kxdx
k kdv kxdx v kx

k

 

 

    
       
        

   

2

00

4 4
sin cos1

sin cos

u x du dx
x

x kxdx kx
k kdv kxdx v kx

k



 

  
     
    
 

  

2 2 3 2

00

4 4 4 4
cos ( 1) sin ( 1)k kkxdx kx

k k k k



 
     

  . 

Поэтому для  ;x    , заданная функция разлагается в ряд Фурье: 



2
2

2
1

cos
4 ( 1)

3

k

k

kx
x

k

 



   . 

Тогда при x   имеем 
2

2

2
1

cos
4 ( 1)

3

k

k

k

k

 






    или 
2

2
1

1

6 k k

 



 . 

 

4.3 Задания для решения на практическом занятии 

4.3.1 Разложить в ряд Фурье периодическую периода 2T   функцию, 

заданную на промежутке  ,   формулами: 

 

 

2 , ,0 ,
( )

1, 0, .

x x
f x

x





 
 

 

 

4.3.2 Разложить в ряд Фурье периодическую периода 2T   функцию, 

заданную на промежутке  ,   формулами: 

 

 

, ,0 ,
( )

3, 0, .

x x
f x

x





  
 



 

4.3.3 Разложить в ряд Фурье периодическую периода 2T   функцию, 

заданную на промежутке  1,1  формулами: 

 

 

1, 1,0 ,
( )

1, 0,1 .

x
f x

x

  
 



 

4.3.4 Разложить в ряд Фурье периодическую периода 4T   функцию, 

заданную на промежутке  2,2  формулами: 

 

 

0, 2,0 ,
( )

, 0,2 .

x
f x

x x

 
 



 

4.3.5 В промежутке  0;  разложить в ряд Фурье по косинусам кратных дуг 

функцию 2( )f x x . 

4.3.6 В промежутке  0;  разложить в ряд Фурье по косинусам кратных дуг 

функцию ( ) cosf x x . 

4.3.7 В промежутке  0;  разложить в ряд Фурье по синусам кратных дуг 

функцию ( )f x x . 

4.3.8 В промежутке  0;  разложить в ряд Фурье по синусам кратных дуг 

функцию ( ) sinf x x . 

4.3.9 Воспользовавшись разложением функции ( )y f x в ряд Фурье в 

указанном интервале, найти сумму заданного числового ряда 
1

n

n

a




 . 

а)   2

1
( ) , ; ,

(2 1)
nf x x a

n
   


; 



б)  
1( 1)

( ) , 0; ,
4 2 1

n

nf x a
n





 


; 

в)   2

1
( ) sin , ; ,

4 1
nf x x a

n
   


; 

г)   2

( 1)
( ) cos , ; ,

2 1 4

n

n

x
f x a

n
 


  


. 

 

4.4 Задания для контролируемой самостоятельной работы 

 

4.4.1 Решить предложенную задачу своего варианта. 
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